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Variable Compleja I. Examen III

Ejercicio 1 (4 puntos). Probar que que la serie
∑
n⩾0

sen(nz)

2n
converge absolutamente

en todo punto del dominio Ω = {z ∈ C : − ln(2) < Im z < ln(2)}. Estudiar la
convergencia uniforme en subconjuntos de Ω. Probar que la función g siguiente es

continua, y calcular la integral

∫
C(0,1/2)

g(z)

z
dz:

g : Ω −→ C

z 7−→
∞∑
n=0

sen(nz)

2n

Ejercicio 2 (2 puntos). Estudiar la derivabilidad de la función f siguiente:

f : C −→ C
z 7−→ ez

Ejercicio 3. Sea Ω ⊆ R2 ≡ C un abierto. Decimos que una función φ : Ω → R es
armónica en Ω si φ ∈ C2(Ω) y

∂2φ

∂x2
(x, y) +

∂2φ

∂y2
(x, y) = 0 ∀(x, y) ∈ Ω.

1. [1.5 puntos] Sea φ : Ω → R armónica en Ω. Probar que la función g siguiente
es holomorfa en Ω:

g : Ω −→ C
x+ iy 7−→ ∂φ

∂x
(x, y)− i∂φ

∂y
(x, y)

2. [1.5 puntos] Suponiendo que Ω es un dominio estrellado, probar que existe
f ∈ H(Ω) de modo que Re f = φ y que f es única salvo una constante.

3. [1 punto] Deducir que una función armónica en un dominio estrellado es, de
hecho, de clase C∞.
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Ejercicio 1 (4 puntos). Probar que que la serie
∑
n⩾0

sen(nz)

2n
converge absolutamente

en todo punto del dominio Ω = {z ∈ C : − ln(2) < Im z < ln(2)}. Estudiar la
convergencia uniforme en subconjuntos de Ω. Probar que la función g siguiente es

continua, y calcular la integral

∫
C(0,1/2)

g(z)

z
dz:

g : Ω −→ C

z 7−→
∞∑
n=0

sen(nz)

2n

Probemos en primer lugar que, dado A ⊂ Ω, la serie converge uniformemente en
A si y solo si:

sup{| Im z| : z ∈ A} < ln(2)

=⇒) Demostraremos el rećıproco. Como A ⊂ Ω, no puede darse que dicho supre-
mo sea mayor que ln(2). Supongamos por tanto que dicho supremo es ln 2.
Entonces, por la caracterización del supremo mediante sucesiones, existe una
sucesión {z̃n} de puntos de A tal que {| Im z̃n|} → ln 2. Tomando una parcial
suya, existe una sucesión {zn} de puntos de A tal que |Im zn| > ln 2− 1/n para
todo n ∈ N.

Para cada n ∈ N, tenemos que:∣∣∣∣sen(nzn)2n

∣∣∣∣ ⩾ |senh(n Im zn)|
2n

=
senh(n| Im zn|)

2n
=

en| Im zn| − e−n| Im zn|

2n+1
>

>
en ln 2−1 − 1

2n+1
=

1

2e
− 1

2n+1

Tenemos por tanto que:{
1

2e
− 1

2n+1

}
→ 1

2e
> 0 =⇒

{
sen(nzn)

2n

}
̸→ 0

Por tanto, como hemos encontrado una sucesión de puntos de A tal que el
término general no converge a 0, entonces el término general no converge uni-
formemente a 0. Por tanto, la serie no converge uniformemente en A.

⇐=) Sea dicho supremo r < ln 2. Entonces, para todo z ∈ A y todo n ∈ N, tenemos
que: ∣∣∣∣sen(nz)2n

∣∣∣∣ < (
e| Im z|

2

)n

<

(
er

2

)n

Como r < ln(2), tenemos que er < 2, por lo que la base de la potencia es menor
que 1. Por tanto, la serie geométrica de razón dicho cociente es convergente.
Por el Test de Weierstrass, la serie de partida converge uniformemente en A.
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En particular, dado K ⊂ Ω compacto, en particular es cerrado, y el supremo en
cuestión se alcanza. Como es un subconjunto de Ω, entonces:

sup{| Imw| : w ∈ K} = máx{| Imw| : w ∈ K} < ln(2)

Por tanto, la serie converge uniformemente en compactos de Ω.

Para la convergencia absoluta, consideramos z ∈ Ω fijo. Como {z} es compacto,
por el Test de Weierstrass tenemos que converge absolutamente en {z}. Como z es
arbitrario, tenemos que la serie converge absolutamente en todo punto de Ω.

Para probar que g es continua, consideramos z ∈ Ω. Como Ω es abierto, existe
R ∈ R+ tal que D(z,R) ⊂ Ω. Considerando R/2, tenemos que z ∈ D(z, R/2) ⊂ Ω. Por
ser este compacto, la serie converge uniformemente en D(z, R/2). Como el término
general de la serie es continuo para todo n ∈ N, entonces g es continua en z. Como
z es arbitrario, g es continua en Ω.

Estudiemos ahora la convergencia uniforme del integrando en C(0, 1/2). Como
C(0, 1/2) es compacto y 1/2 < ln 2, entonces g converge uniformemente y z 7→ 1/z
es acotado. Por tanto, el integrando converge uniformemente en C(0, 1/2), luego
podemos intercambiar la sumatoria y la integral, algo que nos será de utilidad a la
hora de calcular la integral:∫

C(0,1/2)

g(z)

z
dz =

∞∑
n=0

∫
C(0,1/2)

sen(nz)

z2n
dz =

∞∑
n=0

1

2n

∫
C(0,1/2)

sen(nz)

z
dz

(∗)
=

(∗)
=

∞∑
n=0

1

2n
· 2πi · sen(n · 0) =

∞∑
n=0

0 = 0

donde en (∗) hemos aplicado la Fórmula de Cauchy para la circunferencia, usando
que el seno es una función entera.

Ejercicio 2 (2 puntos). Estudiar la derivabilidad de la función f siguiente:

g : C −→ C
z 7−→ ez

Sea z = x+ iy ∈ C. Definimos u, v : R2 → R como:

u(x, y) = Re(g(x+ iy)) = Re(ex−iy) = ex cos(−y)

v(x, y) = Im(g(x+ iy)) = Im(ex−iy) = ex sen(−y)

Calculamos ahora las derivadas parciales de u y v:

∂u

∂x
(x, y) = ex cos(−y)

∂u

∂y
(x, y) = ex sen(−y)

∂v

∂x
(x, y) = ex sen(−y)

∂v

∂y
(x, y) = −ex cos(−y)
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La primera ecuación de Cauchy-Riemann nos dice:

∂u

∂x
(x, y) = ex cos(−y) =

∂v

∂y
(x, y) = −ex cos(−y)

Para que esto se de, es necesario que, o bien ex = 0 (lo cual no se da), o bien que
cos(−y) = cos(y) = 0.

La segunda ecuación de Cauchy-Riemann nos dice:

∂u

∂y
(x, y) = ex sen(−y) = −∂v

∂x
(x, y) = −ex sen(−y)

Para que esto se de, es necesario que, o bien ex = 0 (lo cual no se da), o bien que
sen(−y) = − sen(y) = 0.

Como no es posible que el seno y el coseno reales se anulen simultáneamente, se
concluye que g no es derivable en z (puesto que no se cumplen las Ecuaciones de
Cauchy-Riemann).

Ejercicio 3. Sea Ω ⊆ R2 ≡ C un abierto. Decimos que una función φ : Ω → R es
armónica en Ω si φ ∈ C2(Ω) y

∂2φ

∂x2
(x, y) +

∂2φ

∂y2
(x, y) = 0 ∀(x, y) ∈ Ω.

1. [1.5 puntos] Sea φ : Ω → R armónica en Ω. Probar que la función g siguiente
es holomorfa en Ω:

g : Ω −→ C
x+ iy 7−→ ∂φ

∂x
(x, y)− i∂φ

∂y
(x, y)

Definimos las funciones u, v : Ω → R, con vistas a aplicar las Ecuaciones de
Cauchy-Riemann:

u(x, y) = Re g(x+ iy) =
∂φ

∂x
(x, y)

v(x, y) = Im g(x+ iy) = −∂φ

∂y
(x, y)

Calculamos cada una de las derivadas parciales de u y v:

∂u

∂x
=

∂2φ

∂x2

∂u

∂y
=

∂2φ

∂x∂y

∂v

∂x
= − ∂2φ

∂y∂x

∂v

∂y
= −∂2φ

∂y2

Comprobemos que se cumplen las Ecuaciones de Cauchy-Riemann:

∂u

∂x
=

∂2φ

∂x2
= −∂2φ

∂y2
=

∂v

∂y
⇐⇒ ∂2φ

∂x2
+

∂2φ

∂y2
= 0

∂u

∂y
=

∂2φ

∂x∂y
= −

(
− ∂2φ

∂y∂x

)
= −∂v

∂x

Notemos que la primera ecuación se cumple por hipótesis, y la segunda se
cumple por el Teorema de Clairaut. Por tanto, se cumplen las Ecuaciones de
Cauchy-Riemann, y por tanto g es holomorfa en Ω.
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2. [1.5 puntos] Suponiendo que Ω es un dominio estrellado, probar que existe
f ∈ H(Ω) de modo que Re f = φ y que f es única salvo una constante.

Como Ω es un dominio estrellado y g ∈ H(Ω), por el Teorema Local de Cauchy,
∃f ∈ H(Ω) una primitiva de g en Ω. Por tanto, tenemos que:

f ′(x+ iy) = g(x+ iy) =
∂φ

∂x
(x, y)− i · ∂φ

∂y
(x, y) ∀(x, y) ∈ Ω

Definimos ahora de nuevo u, v : Ω → R como:

u(x, y) = Re f(x+ iy)

v(x, y) = Im f(x+ iy)

Por las Ecuaciones de Cauchy-Riemann, tenemos que:

∂u

∂x
=

∂v

∂y
=

∂φ

∂x
∂v

∂x
= −∂φ

∂y
= −∂u

∂y

Para calcular u = Re f , integramos la primera ecuación respecto de x:

u(x, y) =

∫
∂φ

∂x
dx = φ(x, y) + h(y) ∀(x, y) ∈ Ω

donde h es una función de y que no depende de x y representa la constante de
integración. Derivando respecto de y, tenemos que:

∂u

∂y
(x, y) =

∂φ

∂y
(x, y) + h′(y) =⇒ h′(y) = 0 ∀(x, y) ∈ Ω

Por tanto, h es constante, por lo que ∃C ∈ R tal que:

u(x, y) = φ(x, y) + C ∀(x, y) ∈ Ω

Como u = Re f , y por hipótesis buscamos que Re f = φ, tenemos que C = 0.
Por tanto, tenemos que:

Re f(x, y) = φ(x, y) ∀(x, y) ∈ Ω

Por tanto, la existencia está probada. Supongamos ahora que existe otra fun-
ción g ∈ H(Ω) tal que Re g = φ. Definimos h = f − g ∈ H(Ω). Entonces,
tenemos que:

Reh = Re f − Re g = φ− φ = 0

Como h es holomorfa, está definida en un dominio, y su parte real es nula,
entonces h es constante, luego ∃λ ∈ C tal que:

f(z) = g(z) + λ ∀z ∈ Ω

Por tanto, f es única salvo una constante.
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3. [1 punto] Deducir que una función armónica en un dominio estrellado es, de
hecho, de clase C∞.

Por el apartado anterior, sabemos que ∃f ∈ H(Ω) tal que Re f = φ. Como
f es holomorfa, es infinitamente derivable. Calculemos su primera derivada
empleando las Ecuaciones de Cauchy-Riemann y que Re f = φ:

f ′(x+ iy) =
∂φ

∂x
(x, y)− i · ∂φ

∂y
(x, y) ∀(x, y) ∈ Ω

Como f ′ ∈ H(Ω), en particular es continua, por lo que las derivadas de orden
1 de φ son continuas. Por tanto, φ ∈ C1(Ω).

Aplicamos ahora las ecuaciones de Cauchy-Riemann a la función f ′:

f ′′(x+ iy) =
∂2φ

∂x2
(x, y)− i · ∂2φ

∂x∂y
(x, y)

= −∂2φ

∂y2
(x, y)− i · ∂2φ

∂y∂x
(x, y) ∀(x, y) ∈ Ω

Como f ′′ ∈ H(Ω), en particular es continua, por lo que las 4 derivadas de
orden 2 de φ son continuas. Por tanto, φ ∈ C2(Ω).

Aplicando de nuevo las Ecuaciones de Cauchy-Riemann a la función f ′′ pa-
ra obtener f ′′′, podŕıamos obtener que las 8 derivadas de orden 3 de φ son
continuas. Por tanto, φ ∈ C3(Ω); y aśı sucesivamente.
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