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Variable Compleja I. Examen III

Ejercicio 1 (4 puntos). Probar que que la serie Z SGHQ(:LZ)
n>0

en todo punto del dominio @ = {z € C : —In(2) < Imz < In(2)}. Estudiar la

convergencia uniforme en subconjuntos de 2. Probar que la funcién g siguiente es

converge absolutamente

continua, y calcular la integral / @ dz:
c(0,1/2) *
g: Q@ — C
= sen(nz)
—

Ejercicio 2 (2 puntos). Estudiar la derivabilidad de la funcién f siguiente:

f: ¢ — C
z — e

Ejercicio 3. Sea Q) C R? = C un abierto. Decimos que una funcién ¢ : Q — R es
armoénica en Q si ¢ € C*(Q) y

oAt

82
Paz @)+ G y) =0 Vizy) €0

1. [1.5 puntos] Sea ¢ : 2 — R arménica en 2. Probar que la funcién g siguiente
es holomorfa en €2:

g: Q — C
vy — 52(w,y) —igE(x,y)

2. [1.5 puntos]| Suponiendo que €2 es un dominio estrellado, probar que existe
f € H(Q) de modo que Re f = ¢ y que f es tinica salvo una constante.

3. [1 punto] Deducir que una funcién arménica en un dominio estrellado es, de
hecho, de clase C*°.
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Ejercicio 1 (4 puntos). Probar que que la serie Z SGHQ(_:LZ)
n>0

en todo punto del dominio 2 = {# € C : —In(2) < Imz < In(2)}. Estudiar la

convergencia uniforme en subconjuntos de 2. Probar que la funcién g siguiente es

converge absolutamente

continua, y calcular la integral / @ dz:
c(0,1/2) *
g: Q@ — C
= sen(nz)
— S

Probemos en primer lugar que, dado A C (), la serie converge uniformemente en
A si y solo si:
sup{|Imz|: z € A} <In(2)

—>) Demostraremos el reciproco. Como A C €2, no puede darse que dicho supre-
mo sea mayor que In(2). Supongamos por tanto que dicho supremo es In 2.
Entonces, por la caracterizaciéon del supremo mediante sucesiones, existe una
sucesion {z,} de puntos de A tal que {|Imz,|} — In2. Tomando una parcial
suya, existe una sucesion {z,} de puntos de A tal que |Im z,| > In2 — 1/n para
todo n € N.

Para cada n € N, tenemos que:

sen(nzy,) < senh(nlmz,)|  senh(n|Imz,|) enlm#l— g=nltmznl -
n = on o on o gn+1
€n1n2—1 -1 B 1 1
> on+1 T 9¢  9n+l

Tenemos por tanto que:
1 1 . 1 o0 sen(nzy,) 50
2e  2ntl 2e 2n

Por tanto, como hemos encontrado una sucesiéon de puntos de A tal que el
término general no converge a 0, entonces el término general no converge uni-
formemente a 0. Por tanto, la serie no converge uniformemente en A.

<=) Sea dicho supremo r < In 2. Entonces, para todo z € A y todo n € N, tenemos

que:
- el mz| n - e\ "
2 2
Como r < In(2), tenemos que e” < 2, por lo que la base de la potencia es menor

que 1. Por tanto, la serie geométrica de razon dicho cociente es convergente.
Por el Test de Weierstrass, la serie de partida converge uniformemente en A.
Y

sen(nz)
on
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En particular, dado K C €2 compacto, en particular es cerrado, y el supremo en
cuestion se alcanza. Como es un subconjunto de {2, entonces:

sup{| Imw| : w € K} = max{|Imw| : w € K} < In(2)
Por tanto, la serie converge uniformemente en compactos de €2.

Para la convergencia absoluta, consideramos z € Q fijo. Como {z} es compacto,
por el Test de Weierstrass tenemos que converge absolutamente en {z}. Como z es
arbitrario, tenemos que la serie converge absolutamente en todo punto de §2.

Para probar que g es continua, consideramos z € 2. Como () es abierto, existe
R € R tal que D(z, R) C Q. Considerando £/2, tenemos que z € D(z, £/2) C €. Por
ser este compacto, la serie converge uniformemente en D(z, %/2). Como el término
general de la serie es continuo para todo n € N, entonces g es continua en z. Como
z es arbitrario, g es continua en §2.

Estudiemos ahora la convergencia uniforme del integrando en C(0,1/2). Como
C(0,1/2) es compacto y /2 < In2, entonces g converge uniformemente y z — 1/-
es acotado. Por tanto, el integrando converge uniformemente en C(0,1/2), luego
podemos intercambiar la sumatoria y la integral, algo que nos sera de utilidad a la
hora de calcular la integral:

z sen(n sen(nz) (%)
dz =
fo D=2 [ =g [
(;)22 - 2mi - sen(n - 0) ZO—O

n=0

donde en (x) hemos aplicado la Férmula de Cauchy para la circunferencia, usando
que el seno es una funcién entera.

Ejercicio 2 (2 puntos). Estudiar la derivabilidad de la funcién f siguiente:

g: C — C
z — e

Sea z = z + iy € C. Definimos u,v : R? — R como:

u(e,y) = Re(g(z + iy)) = Re(e™) = e cos(—y)
v(w,y) = Im(g(z +1dy)) = Im(e") = " sen(~y)

Calculamos ahora las derivadas parciales de u y v:

ou " ou .
a(fc,y) =e COS(—y)a—y(fc,y) = e”sen(—y)
ov ov

%(ZE, y) — " Sen(_y)a_y(x’ y) = —¢% COS(_y)
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La primera ecuacién de Cauchy-Riemann nos dice:

ou - v e
%(xay) =€ COS(_y) - a_y(may) =—€ COS( y)

Para que esto se de, es necesario que, o bien ¢* = 0 (lo cual no se da), o bien que
cos(—y) = cos(y) = 0.

La segunda ecuacion de Cauchy-Riemann nos dice:

ou - _Ov o, B
a—y(%’,y)—e Sen(—y)——ﬁx(fc,y) = —e"sen(—y)

Para que esto se de, es necesario que, o bien ¢* = 0 (lo cual no se da), o bien que
sen(—y) = —sen(y) = 0.

Como no es posible que el seno y el coseno reales se anulen simultdneamente, se
concluye que g no es derivable en z (puesto que no se cumplen las Ecuaciones de
Cauchy-Riemann).

Ejercicio 3. Sea 2 C R? = C un abierto. Decimos que una funcién ¢ : Q — R es
arménica en Q si ¢ € C*(Q) y
0% 02
Fp2 (& Y) + a—yg(x,y) =0 V(z,y) e
1. [1.5 puntos] Sea ¢ : 2 — R arménica en 2. Probar que la funcién g siguiente
es holomorfa en (:
g: Q — C

r+iy — GE(w,y) —i5(z,y)

Definimos las funciones u,v : 2 — R, con vistas a aplicar las Ecuaciones de
Cauchy-Riemann:

, 0
u(a,y) = Reg(a +iy) = 5 (2,y)

) 0
v(z,y) = Im g(x + iy) = —a—j@c,y)

Calculamos cada una de las derivadas parciales de u y v:

Ou _ 0% ou O

or  Ox2 dy  Oxdy

o _ v _ Py

or  Oydx oy  Oy?

Comprobemos que se cumplen las Ecuaciones de Cauchy-Riemann:
2 2 2 2

u_0% Py _ov Oy v
or  Ox? oy?  Jy oxr?  Oy?
@_02@__ PPy v
oy  Oxdy oyor ) Oz

Notemos que la primera ecuacién se cumple por hipdtesis, y la segunda se
cumple por el Teorema de Clairaut. Por tanto, se cumplen las Ecuaciones de
Cauchy-Riemann, y por tanto g es holomorfa en (2.

7
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2. [1.5 puntos]| Suponiendo que € es un dominio estrellado, probar que existe
f € H(Q) de modo que Re f = ¢ y que [ es tinica salvo una constante.

Como €2 es un dominio estrellado y g € H(f2), por el Teorema Local de Cauchy,
f € H(2) una primitiva de g en €. Por tanto, tenemos que:

Oy o,

o +iy) =gz +iy) = %(fc,y) —i- a—g(ﬂc,y) Y(z,y) € Q

Definimos ahora de nuevo u, v : {2 — R como:

u(z,y) = Re f(x + iy)
v(z,y) = Im f(z + iy)

Por las Ecuaciones de Cauchy-Riemann, tenemos que:

Ju v Oy
dr  dy o
ov 830 ou
dr 9y Oy

Para calcular © = Re f, integramos la primera ecuacion respecto de x:

u(z,y) /—dx— (z,y) + h(y) V(z,y) € Q

donde h es una funcién de y que no depende de = y representa la constante de
integracion. Derivando respecto de y, tenemos que:

_ a—y ry) +H(y) = K(y) =0  Yz,y) €0

Por tanto, h es constante, por lo que 9C' € R tal que:
u(z,y) =p(z,y) +C  V(z,y) €Q

Como u = Re f, y por hipdtesis buscamos que Re f = ¢, tenemos que C' = 0.
Por tanto, tenemos que:

Ref(x,y) :Sp(xay) V(a:,y) €

Por tanto, la existencia estd probada. Supongamos ahora que existe otra fun-
cién g € H(N?) tal que Reg = ¢. Definimos h = f — g € H(Q2). Entonces,
tenemos que:

Reh=Ref—-Reg=p—¢=0

Como h es holomorfa, esta definida en un dominio, y su parte real es nula,
entonces h es constante, luego I\ € C tal que:

f(z)=g(z)+X VzeQ

Por tanto, f es unica salvo una constante.

8
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3. [1 punto] Deducir que una funcién arménica en un dominio estrellado es, de
hecho, de clase C'*°.

Por el apartado anterior, sabemos que 3f € H(2) tal que Re f = ¢. Como
f es holomorfa, es infinitamente derivable. Calculemos su primera derivada
empleando las Ecuaciones de Cauchy-Riemann y que Re f = ¢:

Flati) = goen) i Goey)  Vay)en

Como f" € H(S2), en particular es continua, por lo que las derivadas de orden
1 de ¢ son continuas. Por tanto, ¢ € C*(Q).

Aplicamos ahora las ecuaciones de Cauchy-Riemann a la funcién f”:

” D% - Py
fr +iy) = @(%y) — - 8x8y<x’y)
Py - PPy
——a—yQ(%y)—l'm(%y) V(z,y) € Q

Como f” € H(£2), en particular es continua, por lo que las 4 derivadas de
orden 2 de ¢ son continuas. Por tanto, ¢ € C%(Q).

Aplicando de nuevo las Ecuaciones de Cauchy-Riemann a la funcién f” pa-
ra obtener [, podriamos obtener que las 8 derivadas de orden 3 de ¢ son
continuas. Por tanto, ¢ € C3(Q); y asf sucesivamente.



